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TEOREMA TITIK TETAP BANACH 
Esih Sukaesih 
 
Abstrak 
Ruang Banach menjamin setiap barisan akan konvergen ke vektor di ruang tersebut. 
Barisan iterasi yang kontraktif menjamin bahwa barisan tersebut akan konvergen ke suatu 
titik. Kedua hal di atas yang menjamin keberadaan titik tetap pada operator kontraktif di 
ruang Banach. Selain menunjukkan titik tetap pada ruang Banach, akan diberikan juga 
beberapa aplikasi titik tetap. Kata-kata kunci: ruang metrik lengkap, operator kontraktif 
 
Pendahuluan 
Teorema titik tetap pertama kali 
diperkenalkan oleh L. E. J. Brouwer 
pada tahun 1912 yakni pemetaan 
kontinu T pada bola tutup satuan di ܴ௠ 
mempunyai paling sedikit satu titik 
tetap, yakni titik ݔ଴ sehingga ܶݔ଴ 	= ݔ଴. 
Teorema titik tetap Brouwer digunakan 
oleh G. D. Birkho dan O. D. Kellog 
pada tahun 1922 untuk membuktikan 
teorema keberadaan titik tetap dalam 
teori persamaan differensial. Pada 
waktu yang sama, S. Banach 
menemukan menemukan teorema 
kontraksi titik tetap atau lebih umum 
dikenal sebagai Teorema Titik Tetap 
Banach. 
Berikut ini diperkenalkan beberapa 
definisi dalam metrik. 
Definisi [6] Ruang metrik (ܺ; 	݀) 
adalah himpunan ܺ  dan metrik pada ܺ 
didefinisikan sebagai fungsi ݀ ∶ 	ܺ	 ×
ܺ → 	ℝ, yang memenuhi: 
1. ݀(ݔ; 	ݔ) 	= 	0  untuk setiap 
ݔ	 ∈ ܺ , dan ݀(ݔ; 	ݕ) 	> 	0  untuk setiap 
ݔ, ݕ ∈ 	ܺ, dengan 	ݔ ≠ ݕ.  
2. ݀(ݔ; 	ݕ) 	= 	݀(ݕ; 	ݔ)  untuk 
setiap ݔ, ݕ	 ∈ 	ܺ. 
3. ݀(ݔ; 	ݖ) 	≤ 	݀(ݔ; 	ݕ) 	+ 	݀(ݕ; 	ݖ)  
untuk setiap ݔ,ݕ, ݖ ∈ 	ܺ. 
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Definisi  [7] Barisan bilangan real 
(barisan di ) adalah fungsi yang 
terdefinisi pada bilangan asli {1,2,3, … } = ℕ  dengan range pada 
himpunan bilangan real. 
Definisi [6] Barisan (ݔ௡)  disebut 
konvergen ke ݔ	 ∈ 	ܺ  jika lim௡→∞ ݀(ݔ௡ ,ݔ) = 0. Ditulis (ݔ௡) → ݔ. 
Definisi [6] Barisan (ݔ௡)  di ruang 
metrik ܺ	 = 	 (ܺ; 	݀)  disebut barisan 
Cauchy, jika untuk setiap ߝ > 	0 , 
terdapat bilangan ܰ ∈ ℕ sehingga untuk 
bilangan asli ݉, ݊	 > 	ܰ  berlaku 
݀(ݔ௡;ݔ௠	) 	< 	ߝ. 
Atau dapat dituliskan, (ݔ௡)  adalah 
barisan Cauchy jika lim௠,௡→∞ ݀(ݔ௡ ,ݔ௠) = 0. 
 
Teorema [6] Setiap barisan konvergen 
adalah barisan Cauchy. 
Definisi [6] Ruang metrik ܺ  disebut 
ruang metrik lengkap (ruang Banach) 
jika setiap barisan Cauchy di ܺ 
merupakan barisan konvergen di ܺ. 
Definisi [7]  Misal himpunan ܺ ⊆ ܴ 
dan misal fungsi ݂:ܺ → ℝ . Jika 
terdapat konstanta ݇  sehingga 
݀(݂(ݑ); 	݂(ݒ)) ≤ ݇݀(ݑ; 	ݒ)  untuk 
setiap ݑ, ݒ ∈ ܺ , maka ݂  disebut fungsi 
Lipshitz. Jika ݇ ∈ (0, 1) maka ݂	disebut 
fungsi kontraktif. 
Definisi [7] Titik tetap fungsi ݂ ∶ 	ܺ	 →
ܺ adalah peta ݔ ∈ ܺ  yang dipetakan ke 
dirinya sendiri, yakni,  
ܶݔ	 = 	ݔ 
peta  ݔ oleh ܶ adalah ݔ. 
 
Titik Tetap Banach 
Teorema titik tetap Banach 
merupakan suatu prosedur untuk 
menyatakan keberadaan dan 
ketunggalan titik tetap suatu pemetaan, 
yang disebut iterasi. Dengan metode ini 
untuk sembarang ݔ଴  dalam suatu 
himpunan didefinisikan barisan rekursif 
ݔ଴,ݔଵ,ݔଶ, … yakni  
ݔ௡ାଵ = ܶݔ௡ 
dengan ݊ = 1,2, …,  sehingga diperoleh 
ݔଵ = ݔ଴ 
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ݔଶ = ܶݔଵ 
ݔଷ = ܶݔଶ 
⋮ 
Berikut ini merupakan teorema titik 
tetap Banach. 
 
Teorema Teorema Titik Tetap 
Banach. [1] Misal ܺ	 = 	 (ܺ; 	݀) adalah 
ruang metrik, dengan ܺ	 ≠ ∅ . Jika ܺ 
lengkap dan ܶ ∶ 	ܺ	 → 	ܺ  adalah 
operator kontraktif pada ܺ , maka ܶ 
mempunyai tepat satu titik tetap. 
Bukti.  
Pertama; kita konstruksi barisan (ݔ௡). 
Pilih sebarang ݔ଴ ∈ ܺ dan didefinisikan 
barisan iterasi (ݔ௡)  dengan ݔ଴ , ݔଵ =
ܶݔ଴, ݔଶ = ܶݔଵ, ݔଷ = ܶݔଶ, … 
Barisan tersebut merupakan barisan dari 
pemetaan ݔ଴ terhadap ܶ. 
Kedua:  akan ditunjukkan bahwa (ݔ௡)  
adalah barisan Cauchy, sehingga 
konvergen dalam ruang lengkap ܺ . 
Karena ܶ  merupakan pemetaan yang 
kontraktif maka memenuhi  
݀(ܶݔ; 	ܶݕ) 	≤ ߙ݀(ݔ; 	ݕ) dengan 
ߙ ∈ (0,1) 
dan memenuhi iterasi barisan ݔ௡ 
sehingga diperoleh 
݀(ݔ௠ାଵ, ݔ௠) = ݀(ܶݔ௠,ܶݔ௠ିଵ) 
  ≤ ߙ݀(ݔ௠ ,ݔ௠ିଵ)  
  = ߙ݀(ܶݔ௠ିଵ,ܶݔ௠ିଶ) 
  ≤ ߙଶ݀(ݔ௠ ,ݔ௠ିଵ) 
⋮ 
  ≤ ߙ௠݀(ݔ଴,ݔଵ) 
Untuk ݊	 > 	݉  dengan menggunakan 
pertidaksamaan segitiga diperoleh  
݀(ݔ௠; 	ݔ௡) 	= 	݀(ܶݔ௠ିଵ; 	ܶݔ௡ିଵ)  
≤ ݀(ܶݔ௠ିଵ;ܶݔ௠) + ݀(ܶݔ௠;ܶݔ௠ାଵ) +
⋯+ ݀(ܶݔ௡ିଶ;ܶݔ௡ିଵ)  
≤ ߙ௠ିଵ݀(ݔ଴,ݔଵ) + ߙ௠݀(ݔ଴,ݔଵ) +
⋯+ ߙ௡ିଶ݀(ݔ଴,ݔଵ)  = (ߙ௠ିଵ + ߙ௠ + ⋯+ ߙ௡ିଶ)݀(ݔ଴,ݔଵ)  =
ߙ௠ିଵ(1 + ߙ + ⋯+ ߙ௡ି௠ିଷ)݀(ݔ଴,ݔଵ)  = ߙ௠ିଵ ଵିఈ೙ష೘షమ
ଵିఈ
݀(ݔ଴,ݔଵ)  
karena ߙ ∈ (0,1), dan 1 − ߙ௡ି௠ିଶ < 1 
sehingga diperoleh 
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݀(ݔ௠; 	ݔ௡) < ఈ೘షభଵିఈ ݀(ݔ଴,ݔଵ). 
Pada ruas kanan, ߙ ∈ (0,1)  dan 
݀(ݔ଴, ݔଵ)  tetap, sehingga dapat kita 
ambil pada ruas kanan sekecil mungkin 
dengan ݉  yang cukup besar (dan 
݊	 > 	݉). Ini menunjukkan bahwa (ݔ௡) 
adalah barisan Cauchy. 
Ketiga, akan ditunjukkan 
kekonvergenan pada ruang lengkap. 
Karena (ݔ௡)  adalah barisan Cauchy 
pada ruang ܺ  yang lengkap maka (ݔ௡) 
adalah barisan yang konvergen dan  (ݔ௡)  konvergen ke suatu titik di ܺ . 
Misalkan ݔ ∈ 	ܺ  sehingga (ݔ௡) 
konvergen ke ݔ. 
Keempat, akan ditunjukkan bahwa lim(ݔ௡) = ݔ  adalah titik tetap dari 
pemetaan ܶ . Dengan pertidaksamaan 
segitiga diketahui bahwa ݀(ݔ; 	ܶݔ) 	≤
	݀(ݔ; ݔ௡) 	+ 	݀(ݔ௡; 	ܶݔ)  dan diketahui 
bahwa ݀(ܶݔ; 	ܶݕ) ≤ ߙ݀(ݔ; 	ݕ) sehingga 
݀(ݔ; 	ܶݔ) ≤ 	݀(ݔ;ݔ௡) + 	݀(ݔ௡; 	ܶݔ) 
 = 	݀(ݔ;ݔ௡) +
	݀(ܶݔ௡ିଵ; 	ܶݔ) 
 ≤ ݀(ݔ;ݔ௡) +
	ߙ݀(ݔ௡ିଵ; 	ܶݔ) 
dan jumlah sebelah kanan dapat dibuat 
sekecil mungkin untuk 
ߝ > 0  karena (ݔ௡) → ݔ . Dapat 
disimpulkan bahwa (ݔ;ܶݔ) = 0 , 
akibatnya ݔ	 = 	ܶݔ . Ini menunjukkan 
bahwa ݔ adalah titik tetap ܶݔ. 
Kelima, akan ditunjukkan bahwa ܶ 
tidak mempunyai titik tetap lain. 
Misalkan ܶ mempunyai dua titik tetap ݔ 
dan ݔ′  sehingga ܶݔ	 = 	ݔ  dan ܶݔ′ = ݔ′ . 
Oleh karena itu  
݀(ݔ, ݔ′) = ݀(ܶݔ,ܶݔ′) ≤ ߙ݀(ݔ,ݔ′) 
hal tersebut hanya mungkin untuk 
݀(ݔ; ݔᇱ) = 0  karena ߙ ∈ (0,1) . Jadi 
ݔ = ݔ′.  
 
Akibat (Iterasi, batas error). Misal 
ruang metrik ܺ , dan ܺ ≠ ∅ . Misal ܺ 
adalah ruang lengkap dan misal 
ܶ:ܺ → ܺ  adalah operator kontraktif 
pada ܺ . Misal untuk sebarang ݔ଴ ∈ ܺ 
didefinisikan barisan (ݔ௡) dengan  
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ݔ଴, ݔଵ = ܶݔ଴, ݔଶ = ܶݔଵ, ݔଷ = ܶݔଶ =
ܶଶݔ଴, …, ݔ௡ = ܶ௡ݔ଴,… 
konvergen ke tepat satu titik ݔ di ܶ. Dan 
mempunyai estimasi error prior 
(selanjutnya disebut estimasi prior) 
݀(ݔ௠; 	ݔ) ≤ ߙ௠1 − ߙ ݀(ݔ଴,ݔଵ) 
dan estimasi error posterior (selanjutnya 
disebut estimasi posterior) 
݀(ݔ௠; 	ݔ) ≤ ߙ1 − ߙ ݀(ݔ௠ିଵ,ݔ௠) 
Bukti. 
Diketahui sebarang ݔ଴ ∈ ܺ dengan 
ݔ଴, ݔଵ = ܶݔ଴, ݔଶ = ܶݔଵ, ݔଷ = ܶݔଶ =
ܶଶݔ଴, …, ݔ௡ = ܶ௡ݔ଴,… 
dengan ܶ	  adalah operator kontraktif 
pada ܺ, yang memenuhi  ݀(ܶݔ; 	ܶݕ) 	≤
ߙ݀(ݔ; 	ݕ). 
Akan ditunjukkan (ݔ௡)  adalah barisan 
Cauchy. 
݀(ݔ௠ାଵ,ݔ௠) = ݀(ܶݔ௠ ,ܶݔ௠ିଵ) 
 ≤ ߙ݀(ݔ௠,ݔ௠ିଵ) 
    = ߙ݀(ܶݔ௠ିଵ,ܶݔ௠ିଶ) 
  
≤ ߙଶ݀(ݔ௠ିଵ,ݔ௠ିଶ) 
⋮ 
   ≤ ߙ௠݀(ݔଵ,ݔ଴) 
Untuk ݊	 > 	݉, dengan pertidaksamaan 
segitiga diperoleh 
݀(ݔ௠,ݔ௡) ≤ ݀(ݔ௠ ,ݔ௠ାଵ)+ ݀(ݔ௠ାଵ, ݔ௠ାଶ) + ⋯+ ݀(ݔ௡ିଵ, ݔ௡) 
≤ ߙ௠݀(ݔଵ,ݔ଴) + ߙ௠ାଵ݀(ݔଵ,ݔ଴) +
⋯+ ߙ௡ିଵ݀(ݔଵ, ݔ଴)  
 = (ߙ௠ + ߙ௠ାଵ + ⋯+
ߙ௡ିଵ)݀(ݔଵ, ݔ଴)   =
ߙ௠(1 + ߙ + ⋯+
ߙ௡ି௠ିଵ)݀(ݔଵ,ݔ଴)  = ߙ௠ ଵିఈ೙ష೘
ଵିఈ
݀(ݔଵ, ݔ଴)   
karena ߙ ∈ (0,1) , akibatnya  1 −
ߙ௡ି௠ < 1. Sehingga diperoleh, 
݀(ݔ௠,ݔ௡) ≤ ߙ௠1 − ߙ ݀(ݔଵ,ݔ଴). 
Pada ruas kanan, ߙ ∈ (0,1)  dan 
݀(ݔଵ,ݔ଴)  tetap, sehingga dapat kita 
ambil pada ruas kanan sekecil mungkin 
dengan ݉  yang cukup besar ( dan 
݊	 > 	݉). Ini menunjukkan bahwa (ݔ௡) 
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adalah Cauchy. Untuk ݊ → ∞  maka 
diperoleh 
݀(ݔ௠ ,ݔ) ≤ ߙ௠1 − ߙ ݀(ݔଵ, ݔ଴). 
Untuk estimasi posteri or, karena 
ߙ ∈ (0,1)  diperoleh 
݀(ݔ௠ ,ݔ) ≤ ߙ݀(ݔ௠ିଵ, ݔ) 
 ≤ ఈ
ଵିఈ
݀(ݔ௠ିଵ,ݔ௠).  
 
Teorema (Kontraksi pada bola) [1] 
Misal ܶ	 adalah pemetaan di ruang 
metrik ܺ  ke dirinya sendiri ( ܶ ∶ 	ܺ →
	ܺ). Misal ܶ adalah operator konstraktif 
pada bola tertutup ܻ	 = {ݔ:	݀(ݔ, ݔ଴) ≤
ݎ}	 , yakni ܶ  yang memenuhi 
݀(ܶݔ;ܶݕ) ≤ ߙ݀(ݔ; 	ݕ)  untuk semua 
ݔ, ݕ ∈ ܻ, lebih jauh, asumsikan bahwa 
݀(ݔ଴,ܶݔ଴) < (1 − ߙ)ݎ. 
Maka barisan iterasi  
ݔ଴, ݔଵ = ܶݔ଴, ݔଶ = ܶݔଵ, ݔଷ = ܶݔଶ =
ܶଶݔ଴, …, ݔ௡ = ܶ௡ݔ଴,… 
konvergen ke suatu ݔ ∈ ܻ , yang 
merupakan titik tetap dari ܶ  dan 
merupakan titik tetap tunggal di ܻ . 
 
Bukti. 
Akan ditunjukkan bahwa (ݔ௡)  untuk 
semua ݊ dan ݔ yang berada di ܻ. Misal 
݉	 = 	0  dengan  
݀(ݔ௠ ,ݔ௡) ≤ ఈ೘ଵିఈ ݀(ݔଵ,ݔ଴)  dan dengan 
mengganti ݊  ke ݉  dan gunakan 
݀(ݔ଴,ܶݔ଴) < (1 − ߙ)ݎ diperoleh 
݀(ݔ଴,ݔ௠) ≤ ߙ1 − ߙ ݀(ݔଵ,ݔ଴)
≤
11 − ߙ ݀(ݔଵ,ݔ଴)< 11 − ߙ (1 − ߙ)ݎ = ݎ 
Karena semua ݔ௡  berada di ܻ . Begitu 
juga ݔ ∈ ܺ  karena ݔ௡ → ݔ  dan ܻ 
tertutup.  
 
Lema (Kekontinuan) [1] Pemetaan 
kontraksi ܶ pada ruang metrik ܺ adalah 
pemetaan kontinu. 
Bukti.  
Misalkan ܶ ∶ 	ܺ → ܺ  adalah operator 
kontraktif pada ruang metrik ܺ . dan 
misal ݔ௡ → ݔ  di ܺ . Maka untuk suatu 
ߙ < 1, 
݀(ܶݔ௡,ܶݔ) ≤ ߙ݀(ݔ௡ିଵ, ݔ) 
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karena ݔ௡ → ݔ  di ܺ , sehingga 
݀(ݔ௡ିଵ, ݔ) → 0  jika ݊ → ∞ . Berarti 
ܶݔ௡ → ܶݔ, sehingga ܶ kontinu di ܺ.  
Untuk menggunakan teorema Banach, 
diperlukan ruang metrik lengkap dan 
pemetaan kontraktif. Misalkan 
himpunan ܺ  dari semua urutan- ݊ 
bilangan real, ditulis 
ݔ = (ߦଵ, … , ߦ௡),					ݕ = (ߟଵ, … , ߟ௡),			ݖ= (ߞଵ, … , ߞ௡),							 
dan seterusnya. Pada ܺ  didefinisikan 
metrik ݀ dengan  
  ݀(ݔ, ݖ) = max௜|ߦ௜ − ߞ௜|.  (1) 
ܺ = (ܺ,݀) lengkap. 
Pada ܺ  didefinisikan ܶ:ܺ → ܺ 
dengan 
 ݕ = ܶݔ = ܥݔ + ܾ   (2)  
dengan ܥ = ൫ ௝ܿ௞൯  adalah matrik real 
tetap ݊ × ݊  dan ܾ ∈ ܺ  adalah vektor 
tetap. Untuk selanjutnya vektor adalah 
vektor kolom. 
Persamaan (1) dapat dinyatakan 
dalam komponennya dengan cara 
 ߟ௝ = ∑ ௝ܿ௞ߦ௞ + ߚ௜௡௞ୀଵ    ݆ = ݅, … , ݊, 
dengan ܾ = (ߚ௜). Misalkan ݓ = (߱௜) =
ܶݖ , jadi dari persamaan (1) dan (2) 
diperoleh 
݀(ݕ,ݓ) = ݀(ܶݔ,ܶݖ) = max
௜
|ߟ௜ − ߱௜| 
= max
௜
อ෍ ௝ܿ௞(ߦ௞ − ߞ௞)௡
௞ୀଵ
อ 
≤ max
௜
|ߦ௜ − ߞ௜| max
௝
෍ห ௝ܿ௞ห
௡
௞ୀଵ
 
= ݀(ݔ, ݖ) max
௝
෍ห ௝ܿ௞ห
௡
௞ୀଵ
. 
Perhatikan bahwa pertidaksamaan di 
atas dapat ditulis dalam bentuk 
݀(ݕ,ݓ) ≤ ߙ݀(ݔ, ݖ), dengan  
  ߙ = max௝ ∑ ห ௝ܿ௞ห௡௞ୀଵ .   (3) 
 
Teorema (Persamaan linear) [1] Jika 
suatu sistem  
 ݔ = ܥݔ + ܾ  ( ܥ = ൫ ௝ܿ௞൯, ܾ  tententu) 
 (4) 
dari ݊  persamaan linear dengan 
ݔ = (ߦଵ, … , ߦ௡)  yang belum diketahui 
memenuhi 
  ∑ ห ௝ܿ௞ห௡௞ୀଵ < 1  (݆ = 1, … ,݊) (5) 
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mempunyai tepat satu solusi ݔ . Solusi 
tersebut dapat diperoleh dengan limit 
dari barisan iterasi ൫ݔ(଴),ݔ(ଵ),ݔ(ଶ), … ൯, 
dengan sebarang ݔ(଴) dan  
 ݔ(௠ାଵ) = ܥݔ(௠) + ܾ  ݉ = 0,1, … . (6) 
Batas galat  
 ݀(ݔ(௠),ݔ) ≤ ఈ
ଵିఈ
݀(ݔ(௠ିଵ), ݔ(௠)) ≤ ఈ೘
ଵିఈ
݀(ݔ(଴),ݔ(ଵ)).    (7) 
 
Kondisi (5) adalah syarat cukup 
untuk kekonvergenan. Ini merupakan 
criteria jumlah baris karena melibatkan 
jumlah baris dengan menjumlahkan 
nilai mutlak dari setiap unsur baris dari 
baris ܥ . Jika (1) digantikan dengan 
metrik yang lain, maka akan diperoleh 
kondisi yang berbeda. 
Suatu sistem dari ݊  persamaan linear 
dengan ݊ variabel yang tidak diketahui, 
biasanya ditulis sebagai  
  ܣݔ = ܿ   (8) 
dengan ܣ adalah matrik persegi ݊ baris. 
Banyak metode iterasi untuk persamaan 
(8) dengan detܣ ≠ 0  yakni salah 
satunya dengan mentransformasikan 
ܣ = ܤ − ܩ  dengan matrik nonsingular 
ܤ yang bersesuaian. Maka (8) menjadi 
ܤݔ = ܩݔ + ܿ 
atau 
ݔ = ܤିଵ(ܩݔ + ܿ). 
Ini memberikan iterasi (4.6) dengan 
  ܥ = ܤିଵܩ,    ܾ = ܤିଵܿ. (9) 
Perhatikan pada dua metode standar, 
iterasi Jacobi, dan iterasi Gauss-Seidel, 
yang sering digunakan dalam aplikasi 
Matematika. 
 
Iterasi Jacobi 
Metode iterasi ini didefinisikan 
dengan  
ߦ௝
(௠ାଵ) = ଵ
௔ೕೕ
ቆߛ௝ −∑ ௝ܽ௞ߦ௞
(௠)௡
௞ୀଵ
௞ஷ௝
ቇ   
݆ = 1, … , ݊    (10) 
dengan ܿ = ൫ߛ௝൯  dalam (8) dan 
diasumsikan ௝ܽ௝ ≠ 0  untuk ݆ = 1, … , ݊ . 
Iterasi ini diharapkan dapat 
menyelesaikan persamaan ke j dalam 
persamaan (8) untuk ߦ௝. Persamaan (10) 
dapat ditulis dalam bentuk (6) dengan 
  ܥ = −ܦିଵ(ܣ − ܦ),   ܾ = ܦିଵܿ  (11) 
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dengan ܦ = diag൫ ௝ܽ௝൯	 adalah matrik 
diagonal dengan unsur tak nol adalah 
diagonal utama dari ܣ. 
Kondisi (5) diaplikasikan pada ܥ  di 
persamaan (11) merupakan syarat cukup 
kekonvergenan dari iterasi Jacobi. 
Karena ܥ  dalam (11) cukup sederhana, 
persamaan (5) dapat dinyatakan dalam 
unsur-unsur ܣ. Hasil dari criteria jumlah 
baris untuk iterasi Jacobi 
  ∑ ฬ
௔ೕೖ
௔ೕೕ
ฬ௡௞ୀଵ
௞ஷ௝
< 1,    ݆ = 1, … , ݊,	 (12) 
atau  
  ∑ ห ௝ܽ௞ห௡௞ୀଵ
௞ஷ௝
< ห ௝ܽ௝ห,    ݆ = 1, … ,݊.	(12*) 
Ini menjamin kekonvergenan untuk 
diagonal utama dari ܣ . Metode iterasi 
Jacobi adalah metode koreksi simultan. 
 
Iterasi Gauss-Seidel 
Metode iterasi Gauss-Seidel adalah 
metode koreksi berturutan. Metode ini 
didefinisikan dengan 
ߦ௝
(௠ାଵ) = ଵ
௔ೕೕ
൫ߛ௝ − ∑ ௝ܽ௞ߦ௞
(௠ାଵ)௝ିଵ
௞ୀଵ −
∑ ௝ܽ௞ߦ௞
(௠)௡
௞ୀ௝ାଵ ൯    (13) 
dengan ݆ = 1, … , ݊   dan diasumsikan 
௝ܽ௝ ≠ 0 untuk setiap  ݆. 
Matrik (3) dapat dituliskan dalam 
bentuk  
ܣ = −ܮ + ܦ − ܷ 
dengan ܦ adalah iterasi Jacobi dan ܮ, ܷ 
adalah matrik segitiga bawah dan matrik 
segitiga atas dengan unsur diagonal 
utama semuanya  nol. Jika persamaan 
(13) dikalikan dengan ௝ܽ௝ , maka 
diperoleh solusi sistem dalam bentuk  
ܦݔ(௠ାଵ) = ܿ + ܮݔ(௠ାଵ) + ܷݔ(௠) 
atau (ܦ − ܮ)ݔ(௠ାଵ) = ܿ + ܷݔ(௠). 
Kalikan dengan (ܦ − ܮ)ିଵ  sehingga 
persamaan (6) berbentuk 
  ܥ = (ܦ − ܮ)ିଵܷ,    ܾ = (ܦ − ܮ)ିଵܿ . (14) 
Persamaan (5) diaplikasikan ke ܥ dalam 
persamaan (14) adalah syarat cukup 
kekonvergenan iterasi Gauss-Seidel.  
Misalkan persamaan diferensial biasa 
eksplisit dengan orde pertama  
 ݔᇱ = ݂(ݐ,ݔ) dengan nilai awal ݔ(ݐ଴) =
ݔ଴  (15) 
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dengan ݐ଴  dan ݔ଴  adalah bilangan real 
tertentu. 
Contoh 1. Teorema titik tetap Banach 
pada persamaan linear. 
Misal sistem persamaan linear 2ߦଵ + ߦଶ + ߦଷ = 4 
ߦଵ + 2ߦଶ + ߦଷ = 4 
ߦଵ + ߦଶ + 2ߦଷ = 4 
Persamaan di atas dapat dituliskan 
dalam bentuk 18൭൥2 1 11 2 11 1 2൩ ൥ߦଵߦଶߦଷ൩ = ൥444൩൱ 
sehingga persamaan matrik di atas 
memenuhi kondisi (4.5), yakni 
  ∑ |ܿଵ௞|ଷ௞ୀଵ = ቚଶ଼ቚ + ቚଵ଼ቚ + ቚଵ଼ቚ = ቚଵଶቚ < 1 ,  
 ∑ |ܿଶ௞|ଷ௞ୀଵ = ቚଵ଼ቚ ቚଶ଼ቚ + + ቚଵ଼ቚ = ቚଵଶቚ < 1 , 
dan 
  ∑ |ܿଷ௞|ଷ௞ୀଵ = ቚଵ଼ቚ + ቚଵ଼ቚ + ቚଶ଼ቚ = ቚଵଶቚ < 1. 
Sehingga diperoleh ߙ = ଵ
ଶ
 
dengan ݔ(଴) = ൥000൩ 
(a) Akan digunakan metode iterasi 
Jacob,yakni 
ߦ௝
(௠ାଵ) = 1ܽ
௝௝
൮ߛ௝ −෍ ௝ܽ௞ߦ௞
(௠)௡
௞ୀଵ
௞ஷ௝
൲ 
diperoleh hasil iterasi pada tabel 
berikut: 
 Iterasi ke-m  ߦଵ
(௠)  ߦଶ(௠)  ߦଷ(௠) 
 0 0 0 0 
 1 2 2 2 
 2 0 0 0 
 3 2 2 2 
 4 0 0 0 
Tabel 1. Iterasi Jacob 
Perhatikan dari table di atas diperoleh 
hasil iterasi yang divergen, sehingga 
kita tidak bisa menentukan solusi dari 
sistem persamaan linear di atas. 
 
(b) Akan digunakan metode iterasi 
Gauss-Seidel 
ߦ௝
(௠ାଵ) = 1ܽ
௝௝
ቌߛ௝ −෍ ௝ܽ௞ߦ௞
(௠ାଵ)௝ିଵ
௞ୀଵ
− ෍ ௝ܽ௞ߦ௞
(௠)௡
௞ୀ௝ାଵ
ቍ 
diperoleh hasil iterasi pada tabel 
berikut: 
 Iterasi 
ke- m  ߦଵ
(௠)  ߦଶ(௠)  ߦଷ(௠) 
 0 0 0 0 
 1 2 1 0.5 
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 2 1.25 1.125 0.8125 
 3 1.03125 1.078125 0.945313 
 4 0.988281 1.033203 0.989258 
 5 0.98877 1.010986 1.000122 
 6 0.994446 1.002716 1.001419 
 7 0.997932 1.000324 1.000872 
 8 0.999402 0.999863 1.000367 
 9 0.999885 0.999874 1.000121 
 10 1.000003 0.999938 1.000029 
Tabel 2. Iterasi Gauss-Seidel 
Perhatikan bahwa hasil iterasi setiap 
unsur dari ݔ  masing-masing konvergen 
ߦଵ
(௠) → 1 , ߦଶ(௠) → 1 , dan ߦଶ(௠) → 1 . 
Jadi dapat disimpulkan bahwa solusi 
dari sistem persamaan di atas adalah 
ݔ = ൥111൩. 
Teorema (Teorema keberadaan dan 
ketunggalan Picard pada Persamaan 
Diferensial Biasa)[1] Misalkan ݂ 
adalah persamaan kontinu pada persegi 
ܴ = {(ݐ, ݔ):	|ݐ − ݐ଴| ≤ ܽ, |ݔ − ݔ଴| ≤ ܾ} 
dan untuk suatu ܽ ∈ ℝ  dan ܾ ∈ ℝ , 
sehingga ܴ terbatas,  misalkan  
 |݂(ݐ, ݔ)| ≤ ܿ untuk semua (ݐ, ݔ) ∈ ܴ. (16) 
Misalkan bahwa ݂  memenuhi kondisi 
Lipschitz pada R yang bersesuaian 
dengan (4.15), yakni terdapat konstanta 
݇ (konstanta 
Lipschitz) sehingga untuk (ݐ; 	ݔ), (ݐ; 	ݒ) 	 ∈ 	ܴ |݂(ݐ, ݔ) − ݂(ݐ, ݒ)| ≤ ݇|ݔ − ݒ|. 
Maka nilai awal dari masalah (15) 
mempunyai solusi tunggal. Solusi ini 
berada pada interval [ݐ଴ − ߚ, ݐ଴ + ߚ] , 
dengan  
ߚ < min ൜ܽ,ܾ
ܿ
, 1݇ൠ. 
Bukti. 
Misal ܥ(ܬ) adalah ruang metrik dari 
semua fungsi kontinu bernilai real pada 
interval ܬ = [ݐ଴ − ߚ, ݐ଴ + ߚ]  dengan 
metrik ݀	didefinisikan dengan 
݀(ݔ; ݕ) = max
௧∈௃
|ݔ(ݐ) − ݕ(ݐ)|. 
sehingga ܥ(ܬ) adalah lengkap. Misal ܥሚ 
adalah subruang dari ܥ(ܬ) yang memuat 
semua fungsi ݔ ∈ ܥ(ܬ), yang memenuhi  |ݔ(ݐ) − ݔ଴| ≤ ܿߚ. 
Sehingga ܥሚ adalah ruang lengkap. 
Dengan mengintegrasikan diperoleh 
(15) yang dapat ditulis dalam bentuk 
ݔ	 = 	ܶݔ , diketahui ܶ ∶ ܥሚ → ܥሚ  
didefinisikan dengan 
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  ܶݔ(ݐ) = ݔ଴ + ∫ ݂൫߬,ݔ(߬)൯௧௧బ ݀߬  (17) 
ܶ terdefinisi untuk setiap ݔ ∈ ܥሚ, karena 
ܿߚ < ܾ c, sehingga jika ݔ ∈ ܥሚ , maka 
߬ ∈ ܬ  dan ൫߬,ݔ(߬)൯ ∈ ܴ  dan integral 
(17) ada karena ݂ kontinu pada ܴ.  
Akan diperlihatkan bahwa ܶ 
memetakan ܥሚ  ke dirinya sendiri, dapat 
digunakan (17) dan (4.15), sehingga 
diperoleh 
|ܶݔ(ݐ) − ݔ଴| = ቤන ݂൫߬, ݔ(߬)൯௧
௧బ
݀߬ቤ
≤ ܿ|ݐ − ݐݔ଴| ≤ ܿߚ. 
Akan ditunjukkan bahwa ܶ kontraksi 
pada  ܥሚ. Dengan kondisi Lipshitz , |ܶݔ(ݐ) − ܶݒ(ݐ)|  
 = ቚ∫ ൣ݂൫߬,ݔ(߬)൯ − ݂൫߬, ݒ(߬)൯൧௧௧బ ݀߬ቚ 
 ≤ |ݐ − ݐ଴| maxఛ∈௃ ݇|ݔ(߬) − ݒ(߬)| 
  ≤ ݇ߚ݀(ݔ,ݒ).   
Karena ruas kanan tidak bergantung 
pada ݐ , maka bisa kita peroleh nilai 
maksimum dari ruas kiri yakni 
  |ܶݔ − ܶݒ| ≤ ߙ݀(ݔ;ݒ) dengan ߙ = ݇ߚ 
dengan ߚ < min ቄܽ, ௕
௖
, ଵ
௞
ቅ ) diperoleh 
ߙ = ݇ߚ < 1, sehingga ܶ kontraktif pada 
ܥሚ . Teorema titik tetap Banach 
menyatakan bahwa ܶ  mempunyai titik 
tetap tunggal ݔ ∈ ܥሚ , yakni, sebuah 
fungsi kontinu di ݔ  pada ܬ  yang 
memenuhi ݔ	 = 	ܶݔ . Dengan ݔ	 = 	ܶݔ 
dan persamaan (4. 17) diperoleh 
  ݔ(ݐ) = ݔ଴ + ∫ ݂൫߬,ݔ(߬)൯௧௧బ ݀߬  
Karena ൫߬, ݔ(߬)൯ ∈ ܴ dengan ݂ kontinu, 
(18) dapat dideferensialkan. Berarti ݔ 
terdeferensialkan dan memenuhi (15). 
Sebaliknya, setiap solusi (15) harus 
memenuhi (18).   
Teorema Banach mengakibatkan 
solusi ݔ dari (15) adalah 
limit dari barisan {ݔ଴, ݔଵ, … } diperoreh 
iterasi Picard 
  ݔ௡ାଵ(ݐ) = ݔ଴ + ∫ ݂൫߬,ݔ௡(߬)൯௧௧బ ݀߬  (19) 
dengan ݊ = 0,1,2, …. 
Selanjutnya akan dipaparkan 
Teorema titik tetap Banach sebagai 
syarat dari keberadaan dan ketunggalan 
untuk persamaan integral. Persamaan 
integral dalam bentuk  
  ݔ(ݐ) − ߤ ∫ ݇(ݐ, ߬)ݔ(߬)௕௔ ݀߬ = ݒ(ݐ)  (20) 
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disebut persamaan Fredholm bentuk 
kedua, dengan [ܽ,ܾ]  adalah interval, ݔ 
adalah fungsi yang tidak diketahui pada [ܽ,ܾ], ߤ dalah parameter. Kernel ݇ dari 
persamaan adalah fungsi yang 
terdefinisi pada ܩ = [ܽ, ܾ] × [ܽ, ܾ], dan 
ݒ adalah fungsi pada [ܽ, ܾ].  
Persamaan integral yang akan 
dibahas adalah persamaan integral yang 
berada pada ruang ܥ[ܽ,ܾ]  yakni ruang 
semua fungsi kontinu yang terdefinisi 
pada interval ܬ = [ܽ,ܾ] dengan metrik 
  ݀(ݔ, ݕ) = max௧∈௃|ݔ(ݐ) − ݕ(ݐ)|  (21) 
Untuk mengaplikasikan teorema titik 
tetap Banach maka ruang ܥ[ܽ,ܾ] harus 
lengkap. Asumsikan bahwa ݒ ∈ ܥ[ܽ, ܾ] 
dan ݇  kontinu pada ܩ . Maka ݇  adalah 
fungsi terbatas pada ܩ, misalkan  
 |݇(ݐ, ߬)| ≤ ܿ untuk setiap (ݐ, ߬) ∈ .(22) 
Persamaan (20) dapat dituliskan ke 
dalam bentuk ݔ = ܶݔ yakni 
 ܶݔ(ݐ) = ݒ(ݐ) + ߤ ∫ ݇(ݐ, ߬)ݔ(߬)௕௔ ݀ .
 (23) 
Karena ݒ dan ݇ kontinu, persamaan (23) 
mendefinisikan operator ܶ:ܥ[ܽ,ܾ] →
ܥ[ܽ,ܾ].  Selanjutnya akan ditunjukkan 
bahwa dengan ߤ  menjadikan ܶ 
kontraktif. Dari persamaan (21) menjadi 
persamaan (22) diperoleh 
݀(ܶݔ,ܶݕ) = max௧∈௃|ܶݔ(ݐ) − ܶݕ(ݐ)|  
 max௧∈௃ ቚݒ(ݐ) + ߤ ∫ ݇(ݐ, ߬)ݔ(߬)௕௔ ݀߬ −
ቀݒ(ݐ) + ߤ ∫ ݇(ݐ, ߬)ݕ(߬)௕௔ ݀߬ቁቚ 
= max௧∈௃ ቚߤ ∫ ݇(ݐ, ߬)ݔ(߬)௕௔ ݀߬ −
ߤ ∫ ݇(ݐ, ߬)ݕ(߬)௕௔ ݀߬ቚ    = |ߤ| max௧∈௃ ቚ∫ ݇(ݐ, ߬)ݔ(߬)௕௔ ݀߬ −
∫ ݇(ݐ, ߬)ݕ(߬)௕௔ ݀߬ቚ  
 ≤ |ߤ|max
௧∈௃
∫ |݇(ݐ, ߬)ݔ(߬) −௕௔
݇(ݐ, ߬)ݕ(߬)|݀߬ 
≤ |ߤ|max
௧∈௃
∫ |ܿݔ(߬) − ܿݕ(߬)|݀߬௕௔   = |ߤ|ܿmax
௧∈௃
∫ |ݔ(߬) − ݕ(߬)|௕௔ ݀߬  
≤ |ߤ|ܿmax
௧∈௃
|ݔ(߬) − ݕ(߬)|∫ ݀߬௕௔   = |ߤ|ܿ݀(ݔ, ݕ)(ܾ − ܽ)  
Hal ini dapat ditulis dalam bentuk 
݀(ܶݔ,ܶݕ) ≤ ߙ݀(ݔ,ݕ), dengan 
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  ߙ = |ߤ|ܿ(ܾ − ܽ).  
Perhatikan bahwa ܶ  merupakan 
kontraktif (ߙ < 1) jika 
  |ߤ| ≤ ఈ
௖(௕ି௔).  (24) 
Teorema titik Tetap Banach 
memberikan teorema berikut ini. 
 
Contoh 2. Teorema titik tetap Banach 
pada persamaan diferensial. 
Misalkan persamaan differensial 
ݕᇱ = ݕ − 1 dengan nilai awal ݕ(0) = 2. 
Akan diselesaikan dengan metode 
iterasi Picard dengan ݔ଴ = 0  dan 
ݕ଴(ݔ଴) = 2, sehingga diperoleh 
ݕ௡ାଵ(ݐ) = ݕ଴ + ∫ ݂൫ݐ, ݕ௡(ݐ)൯௫௫బ ݀ݐ  
dengan ݂൫ݐ, ݕ௡(ݐ)൯ = ݕ௡(ݐ) − 1. 
Diperoleh: 
ݕଵ(ݐ) = 2 + න (2 − 1)௫
଴
݀ݐ
= 2 + න 1௫
଴
݀ݐ 
= 2 + ݔ  
ݕଶ(ݐ) = 2 + ∫ (2 + ݔ − 1)௫଴ ݀ݐ = 2 +
∫ (1 + ݔ)௫଴ ݀ݐ  
= 2 + ݔ + ଵ
ଶ
ݔଶ   
ݕଷ(ݐ) = 2 + ∫ ቀ2 + ݔ + ଵଶ ݔଶ − 1ቁ௫଴ ݀ݐ  = 2 + ∫ ቀ1 + ݔ + ଵ
ଶ
ݔଶቁ
௫
଴
݀ݐ =
2 + ݔ + ଵ
ଶ
ݔଶ + ଵ
ଶ∙ଷ
ݔଷ     
ݕସ(ݐ) = 2 + ∫ ቀ2 + ݔ + ଵଶ ݔଶ +௫଴
ଵ
ଶ∙ଷ
ݔଷ − 1ቁ ݀ݐ  
= 2 + ∫ ቀ1 + ݔ + ଵ
ଶ
ݔଶ +௫
଴
ଵ
ଶ∙ଷ
ݔଷቁ ݀ݐ  
= 2 + ݔ + ଵ
ଶ
ݔଶ + ଵ
ଶ∙ଷ
ݔଷ + ଵ
ଶ∙ଷ∙ସ
ݔସ   
Barisan iterasi di atas akan 
konvergen ke 1 + ݁௫ , sehingga dapat 
disimpulkan bahwa solusi dari ݕᇱ = ݕ −1  dengan nilai awal ݕ(0) = 2  adalah 1 + ݁௫. 
 
Teorema (Persamaan integral 
Fredholm)[1]. Misalkan ݇  dan ݒ  pada 
persamaan Fredholm (20) kontinu pada 
ܬ × ܬ  dan ܬ = [ܽ, ܾ] , dan asumsikan 
bahwa ߤ  memenuhi (24) dengan ܿ 
terdefinisi pada (22). Maka (20) 
mempunyai solusi tunggal ݔ  di ܬ . 
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Fungsi ݔ  ini adalah limit dari barisan 
iterasi {ݔ଴,ݔଵ, … } , dengan ݔ଴  adalah 
sebarang fungsi kontnu pada ܬ  dan 
untuk ݊ = 0,1,2, …, 
  ݔ௡ାଵ(ݐ) = ݒ(ݐ) +
ߤ ∫ ݇(ݐ, ߬)ݔ௡(߬)௕௔ ݀߬.(25) 
Misalkan persamaan integral Volterra 
 ݔ(ݐ) − ߤ ∫ ݇(ݐ, ߬)ݔ(߬)௧௔ ݀߬ = ݒ(ݐ). (26) 
Perbedaan antara persamaan (20) dan 
(26) adalah batas atas dalam persamaan 
(20) adalah konstan ܾ, sedangkan pada 
persamaan (26) adalah varibel. Faktanya, 
tanpa restriksi pada ߤ diperoleh teorema 
keberadaan dan ketunggalan. 
 
Teorema (Persamaan integral 
Volterra)[1]. Misalkan ݒ  pada 
persamaan (4.26) merupakan fungsi 
kontinu pada [ܽ,ܾ] dan kernel ݇ kontinu 
pada daerah ܴ dalam bidang-ݐ߬ dengan 
ܽ ≤ ߬ ≤ ݐ, ܽ ≤ ݐ ≤ ܾ. Maka persamaan 
(26) mempunyai solusi tunggal ݔ  pada [ܽ,ܾ] untuk setiap ߤ. 
 
Bukti.  
Perhatikan bahwa persamaan (26) 
dapat dituliskan ݔ = ܶݔ  dengan 
ܶ:ܥ[ܽ, ܾ] → ܥ[ܽ, ܾ]  didefinisikan  
sebagai 
  ܶݔ(ݐ) = ݒ(ݐ) + ߤ ∫ ݇(ݐ, ߬)ݔ(߬)௧௔ ݀߬
 (27) 
Karena ݇  kontinu pada ܴ  dan ܴ  adalah 
tertutup dan terbatas, ݇  adalah fungsi 
terbatas pada ܴ, misalkan, 
  |݇(ݐ, ߬)| ≤ ܿ untuk setiap (ݐ, ߬) ∈ ܴ. 
Dengan (21), diperoleh untuk setiap 
ݔ, ݕ ∈ ܥ[ܽ, ܾ] |ܶݔ(ݐ) − ܶݕ(ݐ)| = ቚݒ(ݐ) + ߤ ∫ ݇(ݐ, ߬)ݔ(߬)௧௔ ݀߬ −
ቀݒ(ݐ) + ߤ ∫ ݇(ݐ, ߬)ݕ(߬)௧௔ ݀߬ቁቚ  =
ቚߤ ∫ ݇(ݐ, ߬)ݔ(߬)௧௔ ݀߬ −
ߤ ∫ ݇(ݐ, ߬)ݕ(߬)௧௔ ݀߬ቚ  =
ቚߤ ∫ ݇(ݐ, ߬)ݔ(߬)௧௔ ݀߬ −
∫ ݇(ݐ, ߬)ݕ(߬)௧௔ ݀߬ቚ  
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≤ |ߤ| ቚ∫ ݇(ݐ, ߬)ݔ(߬)௧௔ ݀߬ −
∫ ݇(ݐ, ߬)ݕ(߬)௧௔ ݀߬ቚ  = |ߤ| ቚ∫ ݇(ݐ, ߬)൫ݔ(߬) − ݕ(߬)൯௧௔ ݀߬ቚ  
≤ |ߤ|ܿ ቚ∫ ൫ݔ(߬) − ݕ(߬)൯௧௔ ݀߬ቚ  = |ߤ|ܿ݀(ݔ, ݕ)∫ ݀߬௧௔    (4.28) = |ߤ|ܿ݀(ݔ, ݕ)(ݐ − ܽ). 
 
Akan ditunjukkan dengan induksi 
bahwa |ܶ௠ݔ(ݐ) − ܶ௠ݕ(ݐ)| ≤|ߤ|௠ܿ௠ (௧ି௔)೘
௠! ݀(ݔ, ݕ). (29) 
Untuk ݉ = 1 diperoleh pertidaksamaan 
(28). Asumsikan pertidaksamaan (29) 
berlaku untum ݉ , dari pertidaksamaan 
(27) diperoleh  |ܶ௠ାଵݔ(ݐ) − ܶ௠ାଵݕ(ݐ)| = ቚݒ(ݐ) + ߤ ∫ ݇(ݐ, ߬)ݔ௠ାଵ(߬)௧௔ ݀߬ −
ቀݒ(ݐ) + ߤ ∫ ݇(ݐ, ߬)ݕ௠ାଵ(߬)௧௔ ݀߬ቁቚ    = ቚߤ ∫ ݇(ݐ, ߬)ݔ௠ାଵ(߬)௧௔ ݀߬ −
ߤ ∫ ݇(ݐ, ߬)ݕ௠ାଵ(߬)௧௔ ݀߬ቚ   = |ߤ| ቚ∫ ݇(ݐ, ߬)ݔ௠ାଵ(߬)௧௔ ݀߬ −
∫ ݇(ݐ, ߬)ݕ௠ାଵ(߬)௧௔ ݀߬ቚ  
= |ߤ| ቚ∫ ݇(ݐ, ߬)൫ݔ௠ାଵ(߬) −௧௔
ݕ௠ାଵ(߬)൯ ݀߬ቚ  
= |ߤ| ቚ∫ ݇(ݐ, ߬)൫ܶ௠ݔ(߬) −௧௔
ܶ௠ݕ(߬)൯݀߬ቚ  
≤ |ߤ|ܿ ቚ∫ ൫ܶ௠ݔ(߬) − ܶ௠ݕ(߬)൯௧௔ ݀߬ቚ  
≤ |ߤ|ܿ ቚ∫ |ߤ|௠ܿ௠ (௧ି௔)೘
௠! ݀(ݔ,ݕ)௧௔ ݀߬ቚ  = |ߤ|ܿ|ߤ|௠ܿ௠݀(ݔ, ݕ) ቚ∫ (௧ି௔)೘
௠!௧௔ ݀߬ቚ  = |ߤ|௠ାଵܿ௠ାଵ (௧ି௔)೘శభ(௠ାଵ)! ݀(ݔ, ݕ) . 
Jadi terbukti bahwa pertidaksamaan 
(29) berlaku untuksetiap ݉ ∈ ℕ. 
Dengan menggunakan ݐ − ܽ ≤ ܾ − ܽ 
pada ruas kanan pertidaksamaan (29) 
dan nilai maksimum untuk ݐ ∈ ܬ  akan 
tercapai, sehingga akan diperoleh 
  ݀(ܶ௠ݔ,ܶ௠ݕ) ≤ ߙ௠݀(ݔ, ݕ) 
dengan  
 ߙ௠ = |ߤ|௠ܿ௠ (௧ି௔)೘௠! . 
Untuk ߤ tetap dan ݉ yang cukup besar 
maka akan diperoleh ߙ௠ < 1 . Berarti 
ܶ௠  adalah pemetaan kontraktif pada 
ܥ[ܽ,ܾ] . Akibat dari teorema akan 
diperoleh lema berikut ini. 
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Lema (Titik Tetap)[1]. Misal ܶ:ܺ → ܺ 
adalah pemetaan pada ruang metrik 
lengkap ܺ = (ܺ,݀) , dan misal ܶ௠ 
adalah pemetaan kontraktif pada ܺ 
untuk suatu bilangan bulat positif ݉ . 
Maka ܶ mempunyai titik tetap. 
Bukti.  
Asumsikan bahwa ܤ = ܶ௠  adalah 
pemetaan kontraktif pada ܺ . Dengan 
teorema titik tetap Banach, pemetaan ini 
ܤ  mempunyai tetap satu titik tetap ݔො , 
yakni ܤݔො = ݔො . Berarti ܤ௡ݔො = ݔො . 
Teorema Banach juga mengakibatkan 
bahwa  
 ܤ௡ݔ → ݔො  jika ݊ → ∞. 
Khususnya ݔ = ܶݔො , karena ܤ௡ = ܶ௠௡ , 
maka diperoleh 
ݔො = lim
௡→ஶ
ܤ௡ݔ = lim
௡→ஶ
ܤ௡ܶݔො = lim
௡→ஶ
ܶܤ௡ݔො = lim
௡→ஶ
ܶݔො = ܶݔො. 
Ini menunjukkan bahwa ݔො  adalah 
titik tetap dari ܶ . Karena setiap titik 
tetap dari ܶ  juga merupakan titik tetap 
dari ܤ , Perhatikan bahwa ܶ  tidak bisa 
memiliki titik tetap lebih dari satu.   
Contoh 3. Teorema titik tetap Banach 
pada persamaan integral. 
Diketahui ݂(ݔ) = sin(ߨݔଶ) − ௫మ
గ
+
∫ ݔଶݕ݂(ݕ)௫଴ ݀ݕ, dan ଴݂(ݔ) = sin(ߨݔଶ). 
Akan ditentukan solusi dari persamaan 
di atas dengan metode iterasi  
௡݂ାଵ(ݔ) = sin(ߨݔଶ) − ௫మగ +
∫ ݔଶݕ ௡݂(ݕ)௫଴ ݀ݕ.  
Sehingga diperoleh barisan sebagai 
berikut: 
ଵ݂(ݔ) =sin(ߨݔଶ) − ௫మ
గ
+ ∫ ݔଶݕ ଴݂(ݕ)௫଴ ݀ݕ   = sin(ߨݔଶ) − ௫మ
గ
+
∫ ݔଶݕ sin(ߨݕଶ)௫଴ ݀ݕ   = sin(ߨݔଶ) − ௫మ
గ
+
ݔଶ ∫ ݕ sin(ߨݕଶ)௫଴ ݀ݕ   
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= sin(ߨݔଶ) − ௫మ
గ
+ ݔଶ ଵ
ଶగ
(1 −cos(ߨݔଶ))  = sin(ߨݔଶ) + ݔଶ ቀ ଵ
ଶగ
−
ଵ
గ
ቁ −
ݔଶ
ଵ
ଶగ
cos(ߨݔଶ)  
ଶ݂(ݔ) =sin(ߨݔଶ) − ௫మ
గ
+ ∫ ݔଶݕ ଵ݂(ݕ)௫଴ ݀ݕ  = sin(ߨݔଶ) − ௫మ
గ
+
∫ ݔଶݕ ቀsin(ߨݕଶ) +௫଴
ݕଶ ቀ
ଵ
ଶగ
−
ଵ
గ
ቁ −
ݕଶ
ଵ
ଶగ
cos(ߨݕଶ)ቁ݀ݕ   = sin(ߨݔଶ) − ௫మ
గ
+
ݔଶ ∫ ቀݕ sin(ߨݕଶ) +௫଴
ݕଷ ቀ
ଵ
ଶగ
−
ଵ
గ
ቁ −
ݕଷ
ଵ
ଶగ
cos(ߨݕଶ)ቁ݀ݕ  = sin(ߨݔଶ) − ௫మ
గ
+
ݔଶ ቄ−
ଵ
଼గయ
(−4ߨଶ − 2 +
4ߨଶ cos(ߨݔଶ) + ݔସߨଶ +2ݔଶߨ sin(ߨݔଶ) + 2 cos(ߨݔଶ))ቅ    
= sin(ߨݔଶ) − ௫మ
గ
−
௫మ
଼గయ
(−4ߨଶ − 2 +4ߨଶ cos(ߨݔଶ) + ݔସߨଶ +2ݔଶߨ sin(ߨݔଶ) + 2 cos(ߨݔଶ))   
ଷ݂(ݔ) = sin(ߨݔଶ) − ௫మ
గ
+
∫ ݔଶݕ ଶ݂(ݕ)௫଴ ݀ݕ  =sin(ߨݔଶ) − ௫మ
గ
+
∫ ݔଶݕ(sin(ߨݕଶ) − ௬మ
గ
−
௫
଴
௬మ
଼గయ
(−4ߨଶ − 2 + 4ߨଶ cos(ߨݕଶ) +
ݕସߨଶ + 2ݕଶߨ sin(ߨݕଶ) +2 cos(ߨݕଶ)))݀ݕ  =sin(ߨݔଶ) − ௫మ
గ
+
ݔଶ ∫ ݕ(sin(ߨݕଶ) − ௬మ
గ
−
௫
଴
௬మ
଼గయ
(−4ߨଶ − 2 + 4ߨଶ cos(ߨݕଶ) +
ݕସߨଶ + 2ݕଶߨ sin(ߨݕଶ) +2 cos(ߨݕଶ)))݀ݕ  
Edisi Juli 2015 Volume IX No. 2 ISSN 1979-8911 
 
  132 
 
= sin(ߨݔଶ) − ௫మ
గ
+
ݔଶ ቄ−
ଵ
଺ସగల
(−32ߨହ − 16ߨଷ −24ߨ + 32ߨହ cos(ߨݕଶ) +8ݕସߨହ − 4ݕସߨଷ +16ݕଶߨସ(sin(ߨݕଶ) +16ߨଷ cos(ߨݕଶ) + ݕ଼ߨହ −8ݕସߨଷ cos(ߨݕଶ) +24ݕଶߨଶ(sin(ߨݕଶ)) +24ߨ cos(ߨݕଶ)ቅ    = sin(ߨݔଶ) − ௫మ
గ
+
ݔଶ ቄ−
ଵ
଺ସగల
(−32ߨହ − 16ߨଷ −24ߨ + 32ߨହ cos(ߨݔଶ) +8ݔସߨହ − 4ݔସߨଷ +16ݔଶߨସ(sin(ߨݔଶ) +16ߨଷ cos(ߨݔଶ) + ݔ଼ߨହ −8ݔସߨଷ cos(ߨݔଶ) +24ݔଶߨଶ(sin(ߨݔଶ)) +24ߨ cos(ߨݔଶ)ቅ  
Perhatikan untuk |ݔ| ≤ 1 , barisan { ௡݂(ݔ)}  akan konvergen ke ݂(ݔ) =sin(ߨݔଶ) − ௫మ
గ
. 
 
Contoh 4. Teorema titik tetap Banach 
pada persamaan integral. 
Diketahui ݂(ݔ) = − ଶ
଻
ݔଶ + √ݔ +
∫ ݔଶݕଶ݂(ݕ)௫଴ ݀ݕ, dan ଴݂(ݔ) = √ݔ. 
Akan ditentukan solusi dari persamaan 
di atas dengan metode iterasi  
 ௡݂ାଵ(ݔ) =
−
ଶ
଻
ݔଶ + √ݔ + ∫ ݔଶݕଶ ௡݂(ݕ)௫଴ ݀ݕ. 
Sehingga diperoleh barisan sebagai 
berikut: 
ଵ݂(ݔ) =
−
ଶ
଻
ݔଶ + √ݔ + ∫ ݔଶݕଶ ଴݂(ݕ)௫଴ ݀ݕ  = − ଶ
଻
ݔଶ + √ݔ + ∫ ݔଶݕଶඥݕ௫଴ ݀ݕ  = − ଶ
଻
ݔଶ + √ݔ + ଶ
଻
ݔଶݔ
ళ
మ   
= − ଶ
଻
ݔଶ + √ݔ + ଶ
଻
ݔ
భభ
మ   
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ଶ݂(ݔ) =
−
ଶ
଻
ݔଶ + √ݔ + ∫ ݔଶݕଶ ଵ݂(ݕ)௫଴ ݀ݕ  =
−
ଶ
଻
ݔଶ + √ݔ +
∫ ݔଶݕଶ ቀ−
ଶ
଻
ݕଶ + ඥݕ +௫଴
ଶ
଻
ݕ
భభ
మ ቁ݀ݕ  
= − ଶ
଻
ݔଶ + √ݔ + ݔଶ ∫ ቀ− ଶ
଻
ݕସ +௫
଴
ݕ
ఱ
మ + ଶ
଻
ݕ
భఱ
మ ቁ݀ݕ  
= − ଶ
଻
ݔଶ + √ݔ + ݔଶ ቀ− ଶ
ଷହ
ݔହ +
ଶ
଻
ݔ
ళ
మ + ସ
ଵଵଽ
ݔ
భళ
మ ቁ  
= − ଶ
଻
ݔଶ + √ݔ − ଶ
ଷହ
ݔ଻ + ଶ
଻
ݔ
భభ
మ +
ସ
ଵଵଽ
ݔ
మభ
మ   
 
ଷ݂(ݔ) =
−
ଶ
଻
ݔଶ + √ݔ + ∫ ݔଶݕଶ ଶ݂(ݕ)௫଴ ݀ݕ  =
−
ଶ
଻
ݔଶ + √ݔ +
∫ ݔଶݕଶ ቀ−
ଶ
଻
ݕଶ + ඥݕ −௫଴
ଶ
ଷହ
ݕ଻ + ଶ
଻
ݕ
భభ
మ + ସ
ଵଵଽ
ݕ
మభ
మ ቁ݀ݕ   
= − ଶ
଻
ݔଶ + √ݔ + ݔଶ ∫ ቀ− ଶ
଻
ݕସ +௫
଴
ݕ
ఱ
మ −
ଶ
ଷହ
ݕଽ + ଶ
଻
ݕ
భఱ
మ +
ସ
ଵଵଽ
ݕ
మఱ
మ ቁ݀ݕ   
= − ଶ
଻
ݔଶ + √ݔ + ݔଶ ቀ− ଶ
ଷହ
ݔହ +
ଶ
଻
ݔ
ళ
మ −
ଶ
ଷହ଴
ݔଵ଴ + ସ
ଵଵଽ
ݔ
భళ
మ +
଼
ଷଶଵଷ
ݔ
మళ
మ ቁ  
 = − ଶ
଻
ݔଶ + √ݔ − ଶ
ଷହ
ݔ଻ + ଶ
଻
ݔ
భభ
మ −
ଶ
ଷହ଴
ݔଵଶ + ସ
ଵଵଽ
ݔ
మభ
మ + ଼
ଷଶଵଷ
ݔ
యభ
మ   
ସ݂(ݔ) =
−
ଶ
଻
ݔଶ + √ݔ + ∫ ݔଶݕଶ ଷ݂(ݕ)௫଴ ݀ݕ  =
−
ଶ
଻
ݔଶ + √ݔ +
∫ ݔଶݕଶ ቀ−
ଶ
଻
ݕଶ + ඥݕ −௫଴
ଶ
ଷହ
ݕ଻ + ଶ
଻
ݕ
భభ
మ −
ଶ
ଷହ଴
ݕଵଶ +
ସ
ଵଵଽ
ݕ
మభ
మ + ଼
ଷଶଵଷ
ݕ
యభ
మ ቁ݀ݕ  
= − ଶ
଻
ݔଶ + √ݔ + ݔଶ ∫ ቀ− ଶ
଻
ݕସ +௫
଴
ݕ
ఱ
మ −
ଶ
ଷହ
ݕଽ + ଶ
଻
ݕ
భఱ
మ −
ଶ
ଷହ଴
ݕଵସ +
ସ
ଵଵଽ
ݕ
మఱ
మ + ଼
ଷଶଵଷ
ݕ
యఱ
మ ቁ݀ݕ  
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= − ଶ
଻
ݔଶ + √ݔ + ݔଶ ቀ− ଶ
ଷହ
ݔହ +
ଶ
଻
ݔ
ళ
మ −
ଶ
ଷହ଴
ݔଵ଴ + ସ
ଵଵଽ
ݔ
భళ
మ −
ଶ
ହଶହ଴
ݔଵହ + ଼
ଷଶଵଷ
ݔ
మళ
మ +
ଵ଺
ଵଵ଼଼଼ଵ
ݔ
యళ
మ ቁ  
= − ଶ
଻
ݔଶ + √ݔ − ଶ
ଷହ
ݔ଻ + ଶ
଻
ݔ
భభ
మ −
ଶ
ଷହ଴
ݔଵଶ + ସ
ଵଵଽ
ݔ
మభ
మ −
ଶ
ହଶହ଴
ݔଵ଻ +
଼
ଷଶଵଷ
ݔ
యభ
మ + ଵ଺
ଵଵ଼଼଼ଵ
ݔ
రభ
మ    
 
Perhatikan untuk |ݔ| ≤ 1 , barisan { ௡݂(ݔ)}  akan konvergen ke ݂(ݔ) =
−
ଶ
଻
ݔଶ + √ݔ. 
 
Kesimpulan 
Titik tetap operator dapat ditentukan 
dengan cara membentuk barisan iterasi 
yang kontraktif,. Barisan kontraktif 
dapat diperoleh jika operator bersifat 
kontraktif, dan teorema titik tetap 
Banach menjamin bahwa titik tetap ada 
dan tunggal. Keberadaan dan 
ketunggalan titik tetap tersebut dapat 
diaplikasikan pada sistem persamaan 
linear, persamaan differensial dan 
integral. 
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